
Combinatoire algébrique
Compilation de cardinaux en algèbre linéaire sur 𝔽𝑞

On se donne 𝑝 ∈ 𝒫︀  et 𝑠 ∈ ℕ∗. On pose dans toute la suite 𝑞 ≔ 𝑝𝑠 et on considère le 

corps à 𝑞 élément 𝔽𝑞 .

On note dans la suite 𝐸𝑛 (ou 𝐸 quand 𝑛 est clair) le 𝔽𝑞-espace vectorielle 𝔽𝑛
𝑞  et

𝑔𝑛 ≔ |GL𝑛(𝔽𝑞)|

Définition (𝑞 - Analogue / Nombre quantique) :

Pour deux entiers 𝑞 ∈ ℕ∗ e t𝑛 ∈ ℕ∗ on définis le 𝑞-analogue de 𝑛 ou entier 𝑛 

quantique (si 𝑞 est clair) noté [𝑛]𝑞 par:

[𝑛]𝑞 ≔ ∑
𝑛−1

𝑘=0
𝑞𝑘 = 𝑞𝑛 − 1

𝑞 − 1

On définis de même le factoriel quantique et les nombres binomiaux quantiques 

par:

[𝑛]𝑞! ≔ [𝑛]𝑞 × [𝑛 − 1]𝑞 × … × [1]𝑞

[𝑛
𝑚]

𝑞
≔

[𝑛]𝑞!
[𝑚]𝑞![𝑛 − 𝑚]𝑞!

Et pour 𝑚1 + … + 𝑚𝑘 = 𝑛, les nombres multinomiaux quantiques :

[ 𝑛
𝑚1…𝑚𝑘

]
𝑞

≔
[𝑛]𝑞!

∏
𝑘

𝑖=1
[𝑚𝑖]𝑞!

On remarque que si l’on prennait 𝑞 = 1 on retombe sur les définitions 

classiques de factoriel et de coefficient binomiaux.

Lemme 1: (Orbite-Stabilisateur)

Soit 𝐺 un groupe agissant sur un ensemble 𝑋 par ⋅. Pour 𝑥 ∈ 𝑋 on note 𝐺𝑥 le 

stabilisateur de 𝑥 sous l’action de 𝐺 et 𝑂𝑥 son orbite.

Fixons 𝑥 ∈ 𝑋, si pour 𝑔 ∈ 𝐺 on note 𝑔 sa classe dans 𝐺/𝐺𝑥 alors:
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𝜙 : 𝐺/𝐺𝑥 → 𝑂𝑥

𝑔 ↦ 𝑔 ⋅ 𝑥

est bien défini et bijective.

Si de plus 𝐺 est fini, pour tout 𝑥 ∈ 𝑋,

|𝐺| = |𝐺𝑥||𝑂𝑥|

Théorème 1:(Cardinal de GL𝑛(𝔽𝑞))

Pour 𝑛 ∈ ℕ∗ on a:

|GL𝑛(𝔽𝑞)| = 𝑔𝑛 = ∏
𝑛−1

𝑘=0
(𝑞𝑛 − 𝑞𝑘)

Preuve :

On le montre par réccurence sur 𝑛 ∈ ℕ∗.

Initialisation : Pour 𝑛 = 1 le résultat est clair.

Hérédité : Supposons 𝑛 ⩾ 2 tel que le résultat est vérifié au rang 𝑛 − 1.

GL𝑛(𝔽𝑞) agit transitivement sur 𝔽𝑛
𝑞 \ {0} par multiplication a gauche. On note

𝑒 ≔ (1, 0, …, 0)𝑡 ∈ 𝔽𝑛
𝑞 \ {0}

Par suite, 𝑂𝑒 = 𝔽𝑛
𝑞  et si l’on note 𝑆 le stabilisateur de 𝑒 sous l’action de 

GL𝑛(𝔽𝑞),

𝑆 =

(




1
0
⋮
0

∗ …

GL𝑛−1(𝔽𝑞)

∗

)




Par le lemme 1 on a donc:

|GL𝑛(𝔽𝑞)| = 𝑞𝑛−1|𝔽𝑛
𝑞 \ {0}||GL𝑛−1(𝔽𝑞)|

Soit, en appliquant l’hypotèse de réccurence:

|GL𝑛(𝔽𝑞)| = ∏
𝑛−1

𝑘=0
(𝑞𝑛 − 𝑞𝑘)

□
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On remarque alors que:

|GL𝑛(𝔽𝑞)| = 𝑞
𝑛(𝑛−1)

2 (𝑞 − 1)𝑛[𝑛]𝑞!

Théorème 2:(Cardinal de SL𝑛(𝔽𝑞))

Pour 𝑛 ∈ ℕ∗ on a:

|SL𝑛(𝔽𝑞)| = 𝑞
𝑛(𝑛−1)

2 (𝑞 − 1)𝑛−1[𝑛]𝑞!

Preuve :

On a la suite exacte:

1 → SL𝑛(𝔽𝑞) →
𝑖

GL𝑛(𝔽𝑞) →
det

𝔽∗
𝑞 → 1

Par suite:

|SL𝑛(𝔽𝑞)| =
|GL𝑛(𝔽𝑞)|

|𝔽∗
𝑞 |

= 𝑔𝑛
𝑞 − 1

= 𝑞
𝑛(𝑛−1)

2 (𝑞 − 1)𝑛−1[𝑛]𝑞!

□

Définition (Grassmanienne) :

Pour 𝑛 ∈ ℕ∗ et 𝑚 ∈ ⟦1, 𝑛⟧ on note:

Gr𝑚,𝑛(𝔽𝑞) ≔ {𝐹 ⊆ 𝔽𝑛
𝑞 | dim(𝐹) = 𝑚}

Théorème 3:(Cardinal de Gr𝑚,𝑛(𝔽𝑞))

Soit 𝑛 ∈ ℕ∗ et 𝑚 ∈ ⟦1, 𝑛⟧, alors:

|Gr𝑚,𝑛(𝔽𝑞)| = [𝑛
𝑚]

𝑞

Preuve :

Par le théorème de la base icomplète, GL𝑛(𝔽𝑞) agit transitivement sur 

Gr𝑚,𝑛(𝔽𝑞), si l’on note (𝑒1, …, 𝑒𝑛) la base canonique de 𝐸 et 𝐹 ≔ ⟨𝑒1, …, 𝑒𝑚⟩ 
alors:

𝐹 ∈ Gr𝑚,𝑛(𝔽𝑞) soit 𝑂𝐹 = Gr𝑚,𝑛(𝔽𝑞)

Stab(𝐹) = (
GL𝑚(𝔽𝑞)

0
ℳ︀𝑚,𝑛−𝑚(𝔽𝑞)
GL𝑛−𝑚(𝔽𝑞)

)

Par suite,
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|Gr𝑚,𝑛(𝔽𝑞)| = 𝑔𝑛
𝑞𝑚(𝑛−𝑚)𝑔𝑚𝑔𝑛−𝑚

= [𝑛
𝑚]

𝑞

□

Théorème 4:(Cardinal de ℒ︀𝑚,𝑛(𝔽𝑞))

On note pour 𝑚 ⩽ 𝑛 ∈ ℕ∗,

ℒ︀𝑚,𝑛(𝔽𝑞) ≔ {(𝑥1, …, 𝑥𝑚) ∈ (𝔽𝑛
𝑞 )𝑚 | (𝑥1, …, 𝑥𝑚) est libre}

Alors:

|ℒ︀𝑚,𝑛(𝔽𝑞)| = 𝑔𝑛
𝑞𝑚(𝑛−𝑚)𝑔𝑛−𝑚

= 𝑞
𝑚(𝑚−1)

2 (𝑞 − 1)𝑚 [𝑛]𝑞!
[𝑛 − 𝑚]𝑞!

Preuve :

Soient 𝑚 ⩽ 𝑛 ∈ ℕ∗, alors GL𝑛(𝔽𝑞) agit transitivement par multiplication a 

gauche sur ℒ︀𝑚,𝑛(𝔽𝑞) (c’est encore la base incomplète).

On note (𝑒1, …, 𝑒𝑛) la base canonique de 𝐸𝑛 et 𝐹 ≔ ⟨𝑒1, …, 𝑒𝑚⟩. Alors:

Stab(𝐹) = (
𝐼𝑚
0

ℳ︀𝑚,𝑛−𝑚(𝔽𝑞)
GL𝑛−𝑚(𝔽𝑞)

)

Par suite,

|ℒ︀𝑚,𝑛(𝔽𝑞)| =
|GL𝑛(𝔽𝑞)|

|ℳ︀𝑚,𝑛−𝑚(𝔽𝑞)||GL𝑛−𝑚(𝔽𝑞)|

= 𝑔𝑛
𝑞𝑚(𝑛−𝑚)𝑔𝑛−𝑚

= 𝑞
𝑚(𝑚−1)

2 (𝑞 − 1)𝑚 [𝑛]𝑞!
[𝑛 − 𝑚]𝑞!

□

Définition (Drapeaux) :

Pour 𝑛 ∈ ℕ∗ on note:

ℱ︀𝑛(𝔽𝑞) ≔ {(𝐹0, …, 𝐹𝑛) | ∀𝑖 ∈ ⟦0, 𝑛⟧, dim(𝐹𝑖) = 𝑖 et 𝐹0 ⊂ 𝐹1… ⊂ 𝐹𝑛 = 𝔽𝑛
𝑞 }

Théorème 5:(Cardinal de ℱ︀𝑛(𝔽𝑞))

Pour 𝑛 ∈ ℕ∗,
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|ℱ︀𝑛(𝔽𝑞)| = [𝑛]𝑞!

Preuve :

GL𝑛(𝔽𝑞) agit par ⋅ sur ℱ︀𝑛(𝔽𝑞) définis comme:

⋅ : GL𝑛(𝔽𝑞) × ℱ︀𝑛(𝔽𝑞) → ℱ︀𝑛(𝔽𝑞)

(𝑀, (𝐹𝑖)𝑖) ↦ (𝐺𝐹𝑖)𝑖

Montrons que l’action est transitive:

Si l’on note 𝑒 = (𝑒1, …, 𝑒𝑛) la base canonique de 𝐸 alors on définis le drapeau 

standard :

𝐹std = (𝐹 0
std, …, 𝐹𝑛

std) ≔ (⟨𝑒1, …, 𝑒𝑘⟩)𝑘∈⟦0,𝑛⟧

Pour un drapeau 𝐹 ≔ (𝐹0, …, 𝐹𝑛) on note pour 𝑘 ∈ ⟦1, 𝑛⟧ 𝑓𝑘 un vecteur tel que:

⟨𝑓𝑘⟩ ⊕ 𝐹𝑘−1 = 𝐹𝑘

Alors, 𝑓 ≔ (𝑓1, …, 𝑓𝑛) est une base de 𝐸 et l’on dipose donc de 𝑃 ∈ GL𝑛(𝔽𝑞) tel 

que:

𝑀𝑒 = 𝑓

Par suite,

𝑀 ⋅ 𝐹std = 𝐹

Puis:

𝑂𝐹std
= ℱ︀𝑛(𝔽𝑞)

Or le stabilisateur de 𝐹std est le sous-groupe 𝐵 de GL𝑛(𝔽𝑞) composé des matrices 

triangulaires supérieurs inversible: en effet on veut que pour 𝑘 ∈ ⟦1, 𝑛⟧ 𝑒𝑘 soit 

envoyé sur une combinaison linéaire de 𝑒𝑙 tel que 𝑒𝑙 ∈ 𝐹 𝑘
std soit 𝑙 ⩽ 𝑘. Aussi:

|𝐵| = (𝑞 − 1)𝑛𝑞
𝑛(𝑛−1)

2

En effet on choisit des éléments non nul sur la diagonal, ce que l’on veut au 

dessus et des 0 en dessous.

Finalement:

|ℱ︀𝑛(𝔽𝑞)| = 𝑔𝑛

(𝑞 − 1)𝑛𝑞
𝑛(𝑛−1)

2

= [𝑛]𝑞!
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□

Théorème 6:(Cardinal de 𝒩︀𝑛(𝔽𝑞))

On note 𝒩︀𝑛(𝔽𝑞) ⊂ ℳ︀𝑛(𝔽𝑞) l’ensembles des matrices nilpotentes. Alors:

|𝒩︀𝑛(𝔽𝑞)| = 𝑞𝑛(𝑛−1)

Lemme 2:

Soient 𝑛 ∈ ℕ∗ et 𝑁 ∈ 𝒩︀𝑛(𝔽𝑞). Pour 𝑥 ∈ 𝐸𝑛 \ {0} on note:

𝑟𝑥 ≔ max({𝑘 ∈ ℕ∗ | (𝑥, 𝑁𝑥, …, 𝑁𝑘−1𝑥) est libre})

Alors, pour tout 𝑥 ∈ 𝐸𝑛 \ {0},

𝑁𝑟𝑥𝑥 = 0

Preuve :(Du lemme 2)

Soit 𝑥 ∈ 𝐸𝑛 \ {0}, notons 𝑟 ≔ 𝑟𝑥 et 𝑎0, …, 𝑎𝑟−1 ∈ 𝔽𝑞 tel que:

𝑁𝑟𝑥 = ∑
𝑟−1

𝑖=0
𝑎𝑖𝑁 𝑖𝑥

Notons, 𝐹 ≔ ⟨𝑥, …, 𝑁𝑟−1𝑥⟩. 𝐹  stable par l’endomorphisme associé à 𝑁  et l’on 

peut donc considérer 𝑁̃ ∈ ℳ︀𝑟(𝔽𝑞) la matrice de l’endomorphisme induit sur 𝐹  

dans la base (𝑥, …, 𝑁𝑟−1𝑥) de 𝐹 . Par ce qui précéde,

𝑁̃ =

(





0

1
0
0
0
0

0
0
1
0
0
0

0
0
0
1
0
0

…
…
…
…
⋱
…

0
0
0
0
⋮
1

𝑎0
𝑎1
𝑎2
𝑎3
⋮

𝑎𝑟−1)







On recconait une matrice compagnon et ainsi,

𝜒𝑁̃ = 𝑋𝑟 − ∑
𝑟−1

𝑖=0
𝑎𝑖𝑋𝑖

Mais comme 𝑁̃ ∈ 𝒩︀𝑟(𝔽𝑞), 𝜒𝑁̃ = 𝑋𝑟 ainsi 𝑎0 = … = 𝑎𝑟−1 = 0 puis:

𝑁𝑟𝑥 = 0

□
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Preuve :(Du théorème 6)

Pour 𝑛 ∈ ℕ∗ on note 𝒩︀𝑛 ≔ 𝒩︀𝑛(𝔽𝑞), 𝜈𝑛 ≔ |𝒩︀𝑛| et pour 𝑚 ∈ ⟦1, 𝑛⟧, ℒ︀𝑚,𝑛 ≔
ℒ︀𝑚,𝑛(𝔽𝑞). On note enfin:

𝒩︀𝑛̃ ≔ {(𝑁, (𝑥0, …, 𝑥𝑚−1)) | 𝑁𝑥𝑖 = 𝑥𝑖+1 et 𝑁𝑥𝑚−1 = 0} ⊆ 𝒩︀𝑛 × ⨆
𝑚∈⟦1,𝑛⟧

ℒ︀𝑚,𝑛

Si (𝑁, 𝑥) ∈ 𝒩︀𝑛̃ on dit que 𝑁  respecte 𝑥.

On dénombre 𝒩︀𝑛̃ de deux manières différentes:

Fixons 𝑁 ∈ 𝒩︀𝑛, et pour 𝑥 ∈ 𝐸𝑛 \ {0} notons 𝑟𝑥 ∈ ℕ∗ commme dans le lemme. 

Le lemme assure donc que, pour tout 𝑥 ∈ 𝔼𝑛 \ {0},

(𝑁, (𝑥, 𝑁𝑥, …, 𝑁𝑟𝑥−1𝑥)) ∈ 𝒩︀𝑛̃

et on se convainc facilement que si

(𝑁, (𝑥0, …, 𝑥𝑚−1)) ∈ 𝒩︀𝑛̃

alors (𝑥0, …, 𝑥𝑚−1) est de la forme (𝑥, 𝑁𝑥, …, 𝑁𝑟𝑥−1𝑥).

Finalement pour tout 𝑁 ∈ 𝒩︀𝑛 chaque 𝑥 ∈ 𝐸𝑛 \ {0} nous fournit un élément de 

𝒩︀𝑛̃ soit:

|𝒩︀𝑛̃| = 𝜈𝑛(𝑞𝑛 − 1)

Fixons maintenant 𝑚 ∈ ⟦1, 𝑛⟧ et 𝑥 = (𝑥0, …, 𝑥𝑚−1) ∈ ℒ︀𝑚,𝑛. On compléte la 

famille 𝑥 en une base 𝑏 de 𝐸𝑛, par suite, si l’on note 𝑢 ∈ ℒ︀(𝐸𝑛) nilpotent tel que 

𝑢 respecte 𝑥, alors:

mat𝑏(𝑢) = (𝐽𝑚
0

𝐵
𝐴)

Où 𝐽𝑚 est le bloc de Jordan de taille 𝑚, 𝐵 ∈ ℳ︀𝑚,𝑛−𝑚(𝔽𝑞) et 𝐴 ∈ 𝒩︀𝑛−𝑚. Par 

suite, chaque élément de ℒ︀𝑚,𝑛 fournit |ℳ︀𝑚,𝑛−𝑚(𝔽𝑞)||𝒩︀𝑛−𝑚| éléments de 𝒩︀𝑛̃, 

soit:

|𝒩︀𝑛̃| = ∑
𝑛

𝑚=1
|ℒ︀𝑚,𝑛||ℳ︀𝑚,𝑛−𝑚(𝔽𝑞)||𝒩︀𝑛−𝑚|

= ∑
𝑛

𝑚=1

𝑔𝑛
𝑞𝑚(𝑛−𝑚)𝑔𝑛−𝑚

𝑞𝑚(𝑛−𝑚)𝜈𝑛−𝑚

En combinant les expressions trouvé:
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𝜈𝑛(𝑞𝑛 − 1) = ∑
𝑛−1

𝑚=0

𝑔𝑛
𝑔𝑚

𝜈𝑚

Si l’on note (𝛾𝑛)𝑛 ≔ (𝜈𝑛
𝑔𝑛

)
𝑛

, on trouve, pour 𝑛 ⩾ 2,

𝛾𝑛(𝑞𝑛 − 1) = ∑
𝑛−1

𝑚=0
𝛾𝑚

= 𝛾𝑛−1 + ∑
𝑛−2

𝑚=0
𝛾𝑚

= 𝛾𝑛−1 + (𝑞𝑛−1 − 1)𝛾𝑛−1

= 𝑞𝑛−1𝛾𝑛−1

Or comme 𝛾1 = 1
𝑞−1 , par réccurence immédiate sur 𝑛:

𝛾𝑛 = 𝑞
𝑛(𝑛−1)

2

∏
𝑛

𝑚=1
(𝑞𝑚 − 1)

= 𝑞𝑛(𝑛−1)

𝑔𝑛

Finalement:

|𝒩︀𝑛(𝔽𝑞)| = 𝑞𝑛(𝑛−1)

□
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