THEOREMES DE SYLOW

On consideére un nombre premier p et un groupe fini G. On note a = v, (|G|) et on
appelle alors p-sylow de G un sous-groupe de G, H tel que:

|H| =p*
On a alors les trois théorémes suivants:
THEOREME 1:
G admet un p-sylow.
THEOREME 2:

Les p-sylow de G sont conjugués et si H est un p-sous-groupe de GG, on dipose de
S un p-sylow de G telque H C S.

THEOREME 3:
Si on note |G| = p®s et n,, le nombre de p-sylow de G alors:

n, | s n, = 1[p]

LEMME :

Soitn € N* et p € P, alors GL,, (Iﬁ‘p) admet un p-sylow.
PREUVE :

On remarque que |GL,, (F,)| = (p" —1)(p" —p)...(p" —
s A p =1 (on compte les bases de F}).

Sil’on note G 'ensemble des matrices triangulaire supérieur avec des 1 sur la
diagonale alors:

(i) G est un sous-groupe de GL,, (F,)

(i) 1G] =p

n(n—1)

Soit :

G est un p -sylow de GL,, (Fp)
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LEMME :

Soit G un groupe fini, p un nombre premier et supposons que S C G est un p-
sylow. Alors si H est un sous-groupe de G, on dipose de a € G tel que:

HNaSa™! est un p -sylow de H

PREUVE :
On note maintenant S un p-sylow de G.
G agit par translation a gauche sur G/S: pour g € GetaS € G/S,
g-as :=gaS
On remarque alors que, pour aS € G/S, Stabg(aS) = aSa™1:

Soit g € Stabs(aS), on a donc gaS = aS, ainsi gae = ah avec h € S. Par suite,
g = aha™! € aSa~!. Finalement, Stab,(aS) C aSa™!. L’inclusion réciproque
est évidente. B

On remarque que 'action de G sur G/S se traduit en une action de H sur G/S
par restriction. Le stabilisateur de aS sous I'action de H est donc

H, := Staby(aS) = HNaSa™?

Pour aS € G/S, H, est un sous-groupe de aSa™1, par le theoréme de Lagrange,
car aSa~! est un p-groupe, H, aussi.

Si I’on note maintenant pour aS € G/S, w(aS) orbite de aS sous I'action de H,
alors |w(aS)| = |H/H,]|.

Silon note £ C GG un ensemble tel que :

G/S = |_| w(as)

ackE

Alors:

G/S| =) |H/H,|

ael

Ainsi, comme S est un p-sylow de G, p { |G/S
tel que p t |H/H,| et alors:

, par suite on dipose d'una € E

H,=HnNaSa ! est un p-sylow de H
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PREUVE :(Du théoréme 1)
Soit G un groupe finiet p € P tel que n := |G| = p*savecpAs=1

En remarquant que I’action de G sur lui méme par translation a gauche (i.e. g -
a = ga) est simplement transitive, on a que G s’injecte dans &, (c’est le
théoréme de Cayley).

Aussi, en considérant:
¢:6, —— GL,(F,)

o —— (6i,0(j) ) i,j€[1,n]

S, s’'injecte dans GL,, (Fp), par suite, comme GL,, (]Fp) admet un p-sylow il en
va de méme pour &, puis G.

O
PREUVE :(Du théoréme 2)

Soit H un p-sous-groupe de GG, on note S un p-sylow de G. On dispose donc de
a € G tel que H NaSa™! est un p-sylow de H mais comme H est un p-groupe,

HnNaSa'=H
Soit:
H C aSa!
Si de plus H est un p-sylow, alors, par égalité des cardinaux,

H =aSa™!

CORROLAIRE :
Si § <1 G est un p-sylow de G alors il est I'unique p-sylow de G.
PREUVE :

Soit H un p-sylow de G. On dipose donc de a € G tel que H = aSa1,or S < G
donc aSa~! = S soit finalement:

H=S
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CORROLAIRE :

Sil’on note ny le nombre de p-sylow de G, alors:
n, | |G|

PREUVE :

On note X '’ensemble des sous groupe de G, on fait agir G sur X par
conjugaison, si I’on note alors S un p-sylow de G, par le théoréme 2, w(S) est
exactement I'ensemble des p-sylow de G, soit |w(S)| = n,, puis:

ny | 1G]

LEMME :

Soit p € P et G un p-groupe agissant sur un ensemble fini X. Alors sil’on note:
C.={zeX|VgeG,g =1}
on a:
|X| = [XC[[p]
PREUVE :
On note |G| =: p©.

Pour x € X, on note w(z) son orbite sous 'action de G. Alors, w(x) = {z} ssi
x € X% Pourx € X\XG, on a:

(1) |w()|>1 (i) |w(z)|]|p®
Ainsi,
p| |w(z)|

Par suite, si I'on écrit X comme réunion disjointe des ses orbites sous ’action de
G avec un ensemble représenant E:

X:Llw(x): |_|{:U}I_I I_I w(x)

z€E zeXC zeE\XC
Soit:
X =[x+ 3 (@)= |XC]lp]
z€EE\XC
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PREUVE :(Du théoréme 3)

On rappelle que |G| = p®s avec s A p = 1 et que 'on note n,, le nombre de p-
sylow de G.

Soit S C G un p-sylow et X 'ensemble des p-sylow de G. En considérant
I’action de S sur X par conjugaison, on a:

1 X| = |X5|[p]
Montrons que ‘X S ‘ =1
Onadéja S € X5, soit maintenant P € X*.

Considérons N := (P U S). C’est un sous-groupe de G dont P et S sont des p-
sylows. On remarque que, par ce que P € X°, P est distingué dans N, mais
alors le lemme précédent nous dit que P est I'unique p-sylow de N soit:

P=S
Finalement X° = {S} et donc:

n, = 1[p]

mais comme n,, | |G|, par le lemme de Gauss,

n, | s
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