
Théorèmes de Sylow

On considère un nombre premier 𝑝 et un groupe fini 𝐺. On note 𝛼 = 𝜈𝑝(|𝐺|) et on 

appelle alors 𝑝-sylow de 𝐺 un sous-groupe de 𝐺, 𝐻  tel que:

|𝐻| = 𝑝𝛼

On a alors les trois théorèmes suivants:

Théorème 1:

𝐺 admet un 𝑝-sylow.

Théorème 2:

Les 𝑝-sylow de 𝐺 sont conjugués et si 𝐻  est un 𝑝-sous-groupe de 𝐺, on dipose de 

𝑆 un 𝑝-sylow de 𝐺 tel que 𝐻 ⊆ 𝑆.

Théorème 3:

Si on note |𝐺| = 𝑝𝛼𝑠 et 𝑛𝑝 le nombre de 𝑝-sylow de 𝐺 alors:

𝑛𝑝 | 𝑠 𝑛𝑝 ≡ 1[𝑝]

Lemme :

Soit 𝑛 ∈ ℕ∗ et 𝑝 ∈ 𝒫︀ , alors GL𝑛(𝔽𝑝) admet un 𝑝-sylow.

Preuve :

On remarque que |GL𝑛(𝔽𝑝)| = (𝑝𝑛 − 1)(𝑝𝑛 − 𝑝)…(𝑝𝑛 − 𝑝𝑛−1) = 𝑠𝑝
𝑛(𝑛−1)

2  avec 

𝑠 ∧ 𝑝 = 1 (on compte les bases de 𝔽𝑛
𝑝 ).

Si l’on note 𝐺 l’ensemble des matrices triangulaire supérieur avec des 1 sur la 

diagonale alors:

(𝑖) 𝐺 est un sous-groupe de GL𝑛(𝔽𝑝)

(𝑖𝑖) |𝐺| = 𝑝
𝑛(𝑛−1)

2

Soit :

𝐺 est un 𝑝 -sylow de GL𝑛(𝔽𝑝)

□
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Lemme :

Soit 𝐺 un groupe fini, 𝑝 un nombre premier et supposons que 𝑆 ⊆ 𝐺 est un 𝑝-

sylow. Alors si 𝐻  est un sous-groupe de 𝐺, on dipose de 𝑎 ∈ 𝐺 tel que:

𝐻 ∩ 𝑎𝑆𝑎−1 est un 𝑝 -sylow de 𝐻

Preuve :

On note maintenant 𝑆 un 𝑝-sylow de 𝐺.

𝐺 agit par translation à gauche sur 𝐺/𝑆: pour 𝑔 ∈ 𝐺 et 𝑎𝑆 ∈ 𝐺/𝑆,

𝑔 ⋅ 𝑎𝑆 ≔ 𝑔𝑎𝑆

On remarque alors que, pour 𝑎𝑆 ∈ 𝐺/𝑆, Stab𝐺(𝑎𝑆) = 𝑎𝑆𝑎−1:

Soit 𝑔 ∈ Stab𝐺(𝑎𝑆), on a donc 𝑔𝑎𝑆 = 𝑎𝑆, ainsi 𝑔𝑎𝑒 = 𝑎ℎ avec ℎ ∈ 𝑆. Par suite, 

𝑔 = 𝑎ℎ𝑎−1 ∈ 𝑎𝑆𝑎−1. Finalement, Stab𝐺(𝑎𝑆) ⊆ 𝑎𝑆𝑎−1. L’inclusion réciproque 

est évidente. ∎

On remarque que l’action de 𝐺 sur 𝐺/𝑆 se traduit en une action de 𝐻  sur 𝐺/𝑆 

par restriction. Le stabilisateur de 𝑎𝑆 sous l’action de 𝐻  est donc

𝐻𝑎 ≔ Stab𝐻(𝑎𝑆) = 𝐻 ∩ 𝑎𝑆𝑎−1

Pour 𝑎𝑆 ∈ 𝐺/𝑆, 𝐻𝑎 est un sous-groupe de 𝑎𝑆𝑎−1, par le theorème de Lagrange, 

car 𝑎𝑆𝑎−1 est un 𝑝-groupe, 𝐻𝑎 aussi.

Si l’on note maintenant pour 𝑎𝑆 ∈ 𝐺/𝑆, 𝜔(𝑎𝑆) l’orbite de 𝑎𝑆 sous l’action de 𝐻 , 

alors |𝜔(𝑎𝑆)| = |𝐻/𝐻𝑎|.

Si l’on note 𝐸 ⊆ 𝐺 un ensemble tel que :

𝐺/𝑆 = ⨆
𝑎∈𝐸

𝜔(𝑎𝑆)

Alors:

|𝐺/𝑆| = ∑
𝑎∈𝐸

|𝐻/𝐻𝑎|

Ainsi, comme 𝑆 est un 𝑝-sylow de 𝐺, 𝑝 ∤ |𝐺/𝑆|, par suite on dipose d’un 𝑎 ∈ 𝐸 

tel que 𝑝 ∤ |𝐻/𝐻𝑎| et alors:

𝐻𝑎 = 𝐻 ∩ 𝑎𝑆𝑎−1 est un 𝑝-sylow de 𝐻

□
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Preuve :(Du théorème 1)

Soit 𝐺 un groupe fini et 𝑝 ∈ 𝒫︀  tel que 𝑛 ≔ |𝐺| = 𝑝𝛼𝑠 avec 𝑝 ∧ 𝑠 = 1

En remarquant que l’action de 𝐺 sur lui même par translation à gauche (i.e. 𝑔 ⋅
𝑎 = 𝑔𝑎) est simplement transitive, on a que 𝐺 s’injecte dans 𝔖𝑛 (c’est le 

théorème de Cayley).

Aussi, en considérant:

𝜙 : 𝔖𝑛 ↪︎ GL𝑛(𝔽𝑝)

𝜎 ↦ (𝛿𝑖,𝜎(𝑗))𝑖,𝑗∈⟦1,𝑛⟧

𝔖𝑛 s’injecte dans GL𝑛(𝔽𝑝), par suite, comme GL𝑛(𝔽𝑝) admet un 𝑝-sylow il en 

va de même pour 𝔖𝑛 puis 𝐺.

□

Preuve :(Du thèorème 2)

Soit 𝐻  un 𝑝-sous-groupe de 𝐺, on note 𝑆 un 𝑝-sylow de 𝐺. On dispose donc de 

𝑎 ∈ 𝐺 tel que 𝐻 ∩ 𝑎𝑆𝑎−1 est un 𝑝-sylow de 𝐻  mais comme 𝐻  est un 𝑝-groupe,

𝐻 ∩ 𝑎𝑆𝑎−1 = 𝐻

Soit:

𝐻 ⊆ 𝑎𝑆𝑎−1

Si de plus 𝐻  est un 𝑝-sylow, alors, par égalité des cardinaux,

𝐻 = 𝑎𝑆𝑎−1

□

Corrolaire :

Si 𝑆 ⊲ 𝐺 est un 𝑝-sylow de 𝐺 alors il est l’unique 𝑝-sylow de 𝐺.

Preuve :

Soit 𝐻  un 𝑝-sylow de 𝐺. On dipose donc de 𝑎 ∈ 𝐺 tel que 𝐻 = 𝑎𝑆𝑎−1, or 𝑆 ⊲ 𝐺 

donc 𝑎𝑆𝑎−1 = 𝑆 soit finalement:

𝐻 = 𝑆

□
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Corrolaire :

Si l’on note 𝑛𝑝 le nombre de 𝑝-sylow de 𝐺, alors:

𝑛𝑝 ∣ |𝐺|

Preuve :

On note 𝑋 l’ensemble des sous groupe de 𝐺, on fait agir 𝐺 sur 𝑋 par 

conjugaison, si l’on note alors 𝑆 un 𝑝-sylow de 𝐺, par le théorème 2, 𝜔(𝑆) est 

exactement l’ensemble des 𝑝-sylow de 𝐺, soit |𝜔(𝑆)| = 𝑛𝑝 puis:

𝑛𝑝 ∣ |𝐺|

□

Lemme :

Soit 𝑝 ∈ 𝒫︀  et 𝐺 un 𝑝-groupe agissant sur un ensemble fini 𝑋. Alors si l’on note:

𝑋𝐺 ≔ {𝑥 ∈ 𝑋 | ∀𝑔 ∈ 𝐺, 𝑔 ⋅ 𝑥 = 𝑥}

on a:

|𝑋| ≡ |𝑋𝐺|[𝑝]

Preuve :

On note |𝐺| ≕ 𝑝𝛼.

Pour 𝑥 ∈ 𝑋, on note 𝜔(𝑥) son orbite sous l’action de 𝐺. Alors, 𝜔(𝑥) = {𝑥} ssi 

𝑥 ∈ 𝑋𝐺. Pour 𝑥 ∈ 𝑋 \ 𝑋𝐺, on a:

(𝑖) |𝜔(𝑥)| > 1 (𝑖𝑖) |𝜔(𝑥)| | 𝑝𝛼

Ainsi,

𝑝 ∣ |𝜔(𝑥)|

Par suite, si l’on écrit 𝑋 comme réunion disjointe des ses orbites sous l’action de 

𝐺 avec un ensemble représenant 𝐸:

𝑋 = ⨆
𝑥∈𝐸

𝜔(𝑥) = ⨆
𝑥∈𝑋𝐺

{𝑥} ⊔ ⨆
𝑥∈𝐸\𝑋𝐺

𝜔(𝑥)

Soit:

|𝑋| = |𝑋𝐺| + ∑
𝑥∈𝐸\𝑋𝐺

|𝜔(𝑥)| ≡ |𝑋𝐺|[𝑝]
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□

Preuve :(Du théorème 3)

On rappelle que |𝐺| = 𝑝𝛼𝑠 avec 𝑠 ∧ 𝑝 = 1 et que l’on note 𝑛𝑝 le nombre de 𝑝-

sylow de 𝐺.

Soit 𝑆 ⊆ 𝐺 un 𝑝-sylow et 𝑋 l’ensemble des 𝑝-sylow de 𝐺. En considérant 

l’action de 𝑆 sur 𝑋 par conjugaison, on a:

|𝑋| ≡ |𝑋𝑆|[𝑝]

Montrons que |𝑋𝑆| = 1

On a déjà 𝑆 ∈ 𝑋𝑆 , soit maintenant 𝑃 ∈ 𝑋𝑆 .

Considérons 𝑁 ≔ ⟨𝑃 ∪ 𝑆⟩. C’est un sous-groupe de 𝐺 dont 𝑃  et 𝑆 sont des 𝑝-

sylows. On remarque que, par ce que 𝑃 ∈ 𝑋𝑆 , 𝑃  est distingué dans 𝑁 , mais 

alors le lemme précédent nous dit que 𝑃  est l’unique 𝑝-sylow de 𝑁  soit:

𝑃 = 𝑆

Finalement 𝑋𝑆 = {𝑆} et donc:

𝑛𝑝 ≡ 1[𝑝]

mais comme 𝑛𝑝 ∣ |𝐺|, par le lemme de Gauss,

𝑛𝑝 ∣ 𝑠

□
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