THEOREME DE STONE-WEIERSTRASG
En suivant un sujet de W.A.

Dans la suite, toutes les algébres et sous-algébres sont unitaires.

Pour X un espace topologique, on dit d’une sous-algébre A de C°(X,R) qu’elle
sépare les points si:

Ve,ye X, z#y=3fcA flz)# f(y)

On souhaite montrer le théoréme suivant:
THEOREME 1:(Stone-Weierstrass)

Soit X un espace topologique kompacte (au sens de Hausdorf) et .A une sous-
algébre de C := C°(X,R).

Si A sépare les points, elle est dense dans (C, | - || ,)

DEFINITION (Kompacité au sens de Hausdorf) :
On dit d’un espace topologique (X, T") qu’il est kompact si:

« Il est quasi-kompacte :

VU;), , €T ta X CJU;, 3T CTtqlJ]<+ooet X C[JU,

i€l jeJ
o Il est séparé (T2):
Ve#tyeX, UVeT, zeld,yecV.UNV =
On s’autorisera dans toute la suite a confondre polynome et fonction polynomial.
LEMME :
Soit [ := [a,b] C R et 'on note
a: ] — R

Alors on dispose d’une suite (F,) € R[X |N tel que:

”a_Pn ”oo >0

n—-4oo
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PREUVE :
On commence par montrer le théoréme pour I = [—1,1].
On considere:
f:]-1,1][——R
r ——V1l—x

f est dévelopable en série entiére en 0 avec un rayon 1:

vz el0,1, Vi—z= g(i) (—1)"z™

Or si l'on pose (u,) = ((é)) , (uy,), est décroissante et donc la série de
n

terme général (u,(—1)")  est convergeante, par suite, le lemme radial d’Abel
assure que la série entiére converge uniformément sur [0, 1].

On considére maintenant:
n 1 i
£, = (X () a-x9" ) e Rixy
k=0
Par ce qui précéde, sur [—1, 1],

s (z + |2

Finalement, quitte a dilater, le théoréme est vrai sur tous les intervalles de la
forme [—a, a] puis sur tous les intervalles fermés.

0]

On fixe dans la suite X un espace topologique au sens de la premiére défnition et on
note C := C°(X,R) munis de || -

oo

LEMME :

Soit A une sous-algebre de C, alors A est encore une sous algébre de C. De plus,
pour tout P € R[X] et tout f € A,

PofeA
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PREUVE :

OnaACA qui est donc non vide et contient le neutre, de plus A est

immeédiatement un sev de C.

Soient f, g € A. On note (fn), 2 (9n), € AN tels que:
fu > f

n—-4oo

9n g

n—-+4oo

Alors, (hy,) = (fn9,) € AN vérifie, pour tout n € N:

Or, (f,,), converge donc (max(|f, |- [9])), estborné par K € R soit:

n—-+oo

Ainsi, fg € A qui est donc une sous-algébre de C.
Par suite, pour tout f € Aettoutn € N,

Xtof=freA
Puis par linéarité, pour tout P € R[X],

PofecA

LEMME : (A est un treillis)

Soit A une sous-algebre de C. Alors pour tout n > 2 et tout (fy, ..., f,,) € A",

(z — max(f, (), ..., f,(x))) € A
(x = min(f;(z), ..., f,,(x))) €

PREUVE :

Soit f € A. On note K = f(X) qui est kompacte car f continue. On dipose donc
de a € R tel que:

f(X) C [_a’a]
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Notons alors a : [—a, a] — R tel que a(z) = [z|. On dipose donc de (F),) = €
R[X]Y convergeant uniformément vers « sur [—a, a] donc a fortiori sur f(X).

Par suite,

B,of — (@~ [f@)])
Soit, comme (B, o f) € AV, |f| € A=A
Soit maintnenant f, g € A,
oy 1@ +9(@) +2|f(fv) 9@ _ . max(f(z), g(x)) € A
o F@) +9(2) —2\f(x) —g@) _ . min(f(z), g(z)) € A

Finalement, par réccurence immédiate sur n > 2 le lemme est prouvé.

LEMME :

Soit A une sous-algébre de C qui sépare les points, z # y € X et a, 5 € R. Alors
on dipose de f € A tel que:

PREUVE :
On note h € A tel que h(x) # h(y). On note alors

P =) —h@) T i) — hiy)

etalors f:= Poh € Aet:

PREUVE :(Du théoréme de Stone-Weierstrass)
Fixons f € Cete > 0.

Fixons temporairement z € X, pour tout y € X \ {z}, par le lemme précédent,

on dispose de f, € A tel que:
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Notons alors, pour y € X \ {z}, U, := {t € X | f,(t) < f(y) +€}.Poury €
X\ {z},U, est ouvert et y € U,,, x € U,. Par suite:

xe U

yeX\{z}
Par suite, comme X est kompact, on dipose de (yq,...,y,,) € (X \ {z})™ tel que:

x-Uja,

(2

Si 'on note alors g, :=t - max( fy @) [y (t)), on a, par le troisiéme lemme
que g, € A.De plus, g, vérifie:

9:(x) = f(z) et VieX, g,(t) <f(t)+e

On note ainsi, pour z € X, O, :={t € X | g,(t) > f(t) —€}. Les O, sont
ouverts et pour tout r € X,z € (’)m. Par suite:

xclJo,

zeX

Par kompacité de X on dipose donc de (z1, ..., z;) € X* tel que:

Si 'on pose maintenant A := ¢ — min (gwl )y es Ga, (t)) € A alors:
Vie X f(t)—e<h(t) < f(t)+e
Par suite,

|f =Pl <e

Vrai pour tout & > 0 puis tout f € C donc A est dense puis A est dense.
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