
Théorème de Stone-Weierstraß

En suivant un sujet de W.A.

Dans la suite, toutes les algèbres et sous-algèbres sont unitaires.

Pour 𝑋 un espace topologique, on dit d’une sous-algèbre 𝒜︀ de 𝒞︀0(𝑋,ℝ) qu’elle 

sépare les points si:

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ≠ 𝑦 ⇒ ∃𝑓 ∈ 𝒜︀, 𝑓(𝑥) ≠ 𝑓(𝑦)

On souhaite montrer le théorème suivant:

Théorème 1:(Stone-Weierstrass)

Soit 𝑋 un espace topologique kompacte (au sens de Hausdorf) et 𝒜︀ une sous-

algèbre de 𝒞︀ ≔ 𝒞︀0(𝑋,ℝ).

Si 𝒜︀ sépare les points, elle est dense dans (𝒞︀, ‖ ⋅ ‖∞)

Définition (Kompacité au sens de Hausdorf) :

On dit d’un espace topologique (𝑋, 𝒯︀ ) qu’il est kompact si:

• Il est quasi-kompacte :

∀(𝒰︀𝑖)𝑖∈𝐼 ∈ 𝒯︀
𝐼 tq 𝑋 ⊆ ⋃

𝑖∈𝐼
𝒰︀𝑖, ∃𝐽 ⊆ 𝐼 tq |𝐽| < +∞ et 𝑋 ⊆ ⋃

𝑗∈𝐽
𝒰︀𝑗

• Il est séparé (T2):

∀𝑥 ≠ 𝑦 ∈ 𝑋, ∃𝒰︀, 𝒱︀ ∈ 𝒯︀ , 𝑥 ∈ 𝒰︀, 𝑦 ∈ 𝒱︀, 𝒰︀ ∩ 𝒱︀ = ⌀

On s’autorisera dans toute la suite à confondre polynôme et fonction polynomial.

Lemme :

Soit 𝐼 ≔ [𝑎, 𝑏] ⊆ ℝ et l’on note

𝛼 : 𝐼 → ℝ
𝑥 ↦ |𝑥|

Alors on dispose d’une suite (𝑃𝑛)𝑛 ∈ ℝ[𝑋]
ℕ tel que:

‖𝛼 − 𝑃𝑛 ‖∞ →
𝑛⟶+∞

0
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Preuve :

On commence par montrer le théorème pour 𝐼 = [−1, 1].

On considère:

𝑓 :] − 1, 1[ → ℝ

𝑥 ↦
√
1 − 𝑥

𝑓  est dévelopable en série entière en 0 avec un rayon 1:

∀𝑥 ∈ [0, 1[,
√
1 − 𝑥 =∑

+∞

𝑛=0
(
1
2
𝑛
)(−1)𝑛𝑥𝑛

Or si l’on pose (𝑢𝑛)𝑛 ≔ ((
1
2
𝑛))

𝑛
, (𝑢𝑛)𝑛 est décroissante et donc la série de 

terme général (𝑢𝑛(−1)𝑛)𝑛 est convergeante, par suite, le lemme radial d’Abel 

assure que la série entière converge uniformément sur [0, 1].

On considère maintenant:

(𝑃𝑛)𝑛 ≔ (∑
𝑛

𝑘=0
(
1
2
𝑘
)(1 − 𝑋2)𝑘) ∈ ℝ[𝑋]ℕ

Par ce qui précéde, sur [−1, 1],

𝑃𝑛 →
‖⋅‖∞

𝑛⟶+∞
(𝑥 ↦ |𝑥|)

Finalement, quitte a dilater, le théorème est vrai sur tous les intervalles de la 

forme [−𝑎, 𝑎] puis sur tous les intervalles fermés.

□

On fixe dans la suite 𝑋 un espace topologique au sens de la première défnition et on 

note 𝒞︀ ≔ 𝒞︀0(𝑋,ℝ) munis de ‖ ⋅ ‖∞.

Lemme :

Soit 𝒜︀ une sous-algèbre de 𝒞︀, alors 𝒜︀ est encore une sous algèbre de 𝒞︀. De plus, 

pour tout 𝑃 ∈ ℝ[𝑋] et tout 𝑓 ∈ 𝒜︀,

𝑃 ∘ 𝑓 ∈ 𝒜︀
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Preuve :

On a 𝒜︀ ⊆ 𝒜︀ qui est donc non vide et contient le neutre, de plus 𝒜︀ est 

immédiatement un sev de 𝒞︀.

Soient 𝑓, 𝑔 ∈ 𝒜︀. On note (𝑓𝑛)𝑛, (𝑔𝑛)𝑛 ∈ 𝒜︀
ℕ tels que:

𝑓𝑛 →𝑛⟶+∞
𝑓

𝑔𝑛 →𝑛⟶+∞
𝑔

Alors, (ℎ𝑛)𝑛 ≔ (𝑓𝑛𝑔𝑛)𝑛 ∈ 𝒜︀
ℕ vérifie, pour tout 𝑛 ∈ ℕ:

‖ ℎ𝑛 − 𝑓𝑔 ‖∞
⩽ ‖𝑓𝑛𝑔𝑛 − 𝑓𝑛𝑔 ‖∞ + ‖𝑓𝑛𝑔 − 𝑓𝑔 ‖∞
⩽ ‖𝑓𝑛‖∞ ‖𝑔𝑛 − 𝑔‖∞ + ‖𝑔‖∞ ‖𝑓𝑛 − 𝑓‖∞

Or, (𝑓𝑛)𝑛 converge donc (max(‖𝑓𝑛‖∞, ‖𝑔‖∞))𝑛 est borné par 𝐾 ∈ ℝ soit:

‖ℎ𝑛 − 𝑓𝑔‖∞ ⩽ 𝐾(‖𝑔𝑛 − 𝑔‖∞ + ‖𝑓𝑛 − 𝑓‖∞) →𝑛⟶+∞
0

Ainsi, 𝑓𝑔 ∈ 𝒜︀ qui est donc une sous-algèbre de 𝒞︀.

Par suite, pour tout 𝑓 ∈ 𝒜︀ et tout 𝑛 ∈ ℕ,

𝑋𝑛 ∘ 𝑓 = 𝑓𝑛 ∈ 𝒜︀

Puis par linéarité, pour tout 𝑃 ∈ ℝ[𝑋],

𝑃 ∘ 𝑓 ∈ 𝒜︀

□

Lemme : (𝒜︀ est un treillis)

Soit 𝒜︀ une sous-algèbre de 𝒞︀. Alors pour tout 𝑛 ⩾ 2 et tout (𝑓1,…, 𝑓𝑛) ∈ 𝒜︀𝑛,

(𝑥 ↦ max(𝑓1(𝑥),…, 𝑓𝑛(𝑥))) ∈ 𝒜︀

(𝑥 ↦ min(𝑓1(𝑥),…, 𝑓𝑛(𝑥))) ∈ 𝒜︀

Preuve :

Soit 𝑓 ∈ 𝒜︀. On note 𝐾 = 𝑓(𝑋) qui est kompacte car 𝑓  continue. On dipose donc 

de 𝑎 ∈ ℝ tel que:

𝑓(𝑋) ⊆ [−𝑎, 𝑎]
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Notons alors 𝛼 : [−𝑎, 𝑎] ⟶ ℝ tel que 𝛼(𝑥) = |𝑥|. On dipose donc de (𝑃𝑛)𝑛 ∈
ℝ[𝑋]ℕ convergeant uniformément vers 𝛼 sur [−𝑎, 𝑎] donc a fortiori sur 𝑓(𝑋). 
Par suite,

𝑃𝑛 ∘ 𝑓 →𝑛⟶+∞
(𝑥 ↦ |𝑓(𝑥)|)

Soit, comme (𝑃𝑛 ∘ 𝑓)𝑛 ∈ 𝒜︀
ℕ, |𝑓| ∈ 𝒜︀ = 𝒜︀

Soit maintnenant 𝑓, 𝑔 ∈ 𝒜︀,

𝑥 ↦ 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) + |𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)|
2

= 𝑥 ↦ max(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) ∈ 𝒜︀

𝑥 ↦ 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) − |𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)|
2

= 𝑥 ↦ min(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) ∈ 𝒜︀

Finalement, par réccurence immédiate sur 𝑛 ⩾ 2 le lemme est prouvé.

□

Lemme :

Soit 𝒜︀ une sous-algèbre de 𝒞︀ qui sépare les points, 𝑥 ≠ 𝑦 ∈ 𝑋 et 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ. Alors 

on dipose de 𝑓 ∈ 𝒜︀ tel que:

𝑓(𝑥) = 𝛼 𝑓(𝑦) = 𝛽

Preuve :

On note ℎ ∈ 𝒜︀ tel que ℎ(𝑥) ≠ ℎ(𝑦). On note alors

𝑃 ≔ 𝛽 𝑋 − ℎ(𝑥)
ℎ(𝑦) − ℎ(𝑥)

+ 𝛼 𝑋 − ℎ(𝑦)
ℎ(𝑥) − ℎ(𝑦)

et alors 𝑓 ≔ 𝑃 ∘ ℎ ∈ 𝒜︀ et:

𝑓(𝑥) = 𝛼 𝑓(𝑦) = 𝛽

□

Preuve :(Du théorème de Stone-Weierstrass)

Fixons 𝑓 ∈ 𝒞︀ et 𝜀 > 0.

Fixons temporairement 𝑥 ∈ 𝑋, pour tout 𝑦 ∈ 𝑋 \ {𝑥}, par le lemme précédent, 

on dispose de 𝑓𝑦 ∈ 𝒜︀ tel que:

𝑓𝑦(𝑥) = 𝑓(𝑥) 𝑓𝑦(𝑦) = 𝑓(𝑦)
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Notons alors, pour 𝑦 ∈ 𝑋 \ {𝑥}, 𝒰︀𝑦 ≔ {𝑡 ∈ 𝑋 | 𝑓𝑦(𝑡) < 𝑓(𝑦) + 𝜀}. Pour 𝑦 ∈
𝑋 \ {𝑥}, 𝒰︀𝑦 est ouvert et 𝑦 ∈ 𝒰︀𝑦, 𝑥 ∈ 𝒰︀𝑦. Par suite:

𝑋 ⊆ ⋃
𝑦∈𝑋\{𝑥}

𝒰︀𝑦

Par suite, comme 𝑋 est kompact, on dipose de (𝑦1,…, 𝑦𝑛) ∈ (𝑋 \ {𝑥})𝑛 tel que:

𝑋 = ⋃
𝑛

𝑖=1
𝒰︀𝑦𝑖

Si l’on note alors 𝑔𝑥 ≔ 𝑡 ↦ max(𝑓𝑦1(𝑡),…, 𝑓𝑦𝑛(𝑡)), on a, par le troisième lemme 

que 𝑔𝑥 ∈ 𝒜︀. De plus, 𝑔𝑥 vérifie:

𝑔𝑥(𝑥) = 𝑓(𝑥) et ∀𝑡 ∈ 𝑋, 𝑔𝑥(𝑡) < 𝑓(𝑡) + 𝜀

On note ainsi, pour 𝑥 ∈ 𝑋, 𝒪︀𝑥 ≔ {𝑡 ∈ 𝑋 | 𝑔𝑥(𝑡) > 𝑓(𝑡) − 𝜀}. Les 𝒪︀𝑥 sont 

ouverts et pour tout 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑥 ∈ 𝒪︀𝑥. Par suite:

𝑋 ⊆ ⋃
𝑥∈𝑋

𝒪︀𝑥

Par kompacité de 𝑋 on dipose donc de (𝑥1,…, 𝑥𝑘) ∈ 𝑋𝑘 tel que:

𝑋 = ⋃
𝑘

𝑖=1
𝒪︀𝑥𝑖

Si l’on pose maintenant ℎ ≔ 𝑡 ↦ min(𝑔𝑥1(𝑡),…, 𝑔𝑥𝑘(𝑡)) ∈ 𝒜︀ alors:

∀𝑡 ∈ 𝑋 𝑓(𝑡) − 𝜀 < ℎ(𝑡) < 𝑓(𝑡) + 𝜀

Par suite,

‖𝑓 − ℎ‖∞ ⩽ 𝜀

Vrai pour tout 𝜀 > 0 puis tout 𝑓 ∈ 𝒞︀ donc 𝒜︀ est dense puis 𝒜︀ est dense.

□
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